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天一高二上第一次检测数学试卷 

一、单项选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符

合题目要求的，请把答案填涂在答题卡相应位置上． 

1．（5 分）已知集合 { | 2 5}A x x= − < < ， { |1 2 3}B x x= − > ，则 (A B =


  )  

A． ( 2, 1)− −  B． ( 2,1)−  C． (1,5)  D． ( 1,5)−  

2．（5 分）不等式
1 0
1

x
x

+
−

 的解集为 (  )  

A．{ | 1x x 或 1}−  B．{ | 1 1}x x−    C．{ | 1x x 或 1}x < −  D．{ | 1 1}x x− <  

3．（5 分）已知函数 ( )f x 是定义在 R 上的偶函数，且在 (0, )+∞ 上为单调函数，则满足
2( ) ( )
3

xf x f
x
+

=
+

的所

有实数 x的和为 (  )  

A． 6−  B．6 C．8 D． 8−  

4．（5 分）已知函数 ( ) 2 cosf x x x= ，则函数 ( )f x 的部分图象可以为 (  )  

A．  B．   

C．  D．  

5．（5 分）等腰三角形的底与腰之比是黄金分割比的三角形称为黄金三角形，它是一个顶角为36°的等腰

三角形．如图五角星由五个黄金三角形与一个正五边形组成，其中一个黄金 ABC∆ 中，
5 1
2

BC
AC

−
= ．由

上面可得 sin126 (° =   )  

 

A．
1 2 5

4
−  B． 3 5

8
+  C．1 5

4
+  D．

4 5
8
+  
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6．（5 分）设 ABC∆ 的三边长为 BC a= ，CA b= ， AB c= ，若 tan
2
A a

b c
=

+
， tan

2
B b

a c
=

+
，则 ABC∆ 是 (  

)  

A．等腰三角形 B．直角三角形  

C．等腰三角形或直角三角形 D．等腰直角三角形 

7．（5 分）如图所示，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中． 1 1AA = ， 3AB BC= = ，
1cos
3

ABC∠ = ，P 是 1A B 上

的一动点，则 1AP PC+ 的最小值为 (  )  

 

A． 5  B． 7  C．1 3+  D．3 

8．（5 分）第 24 届冬季奥林匹克运动会，将在 2022 年 02 月 04 日在中华人民共和国北京市和张家口市联

合举行．这是中国历史上第一次举办冬季奥运会，北京成为奥运史上第一个举办夏季奥林匹克运动会和冬

季奥林匹克运动会的城市．同时中国也成为第一个实现奥运“全满贯”（先后举办奥运会、残奥会、青奥

会、冬奥会、冬残奥会）国家．根据规划，国家体育场（鸟巢）成为北京冬奥会开、闭幕式的场馆．国家

体育场“鸟巢”的钢结构鸟瞰图如图所示，内外两圈的钢骨架是离心率相同的椭圆，若由外层椭圆长轴一

端点 A和短轴一端点 B 分别向内层椭圆引切线 AC ，BD（如图），且两切线斜率之积等于
9

16
− ，则椭圆的

离心率为 (  )  

 

A．
3
4

 B． 7
4

 C． 9
16

 D．
3

2
 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求，全
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部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分． 

9．（5 分）在空间四点O， A， B ，C 中，若{OA


，OB


， }OC


是空间的一个基底，则下列说法正确的是

(  )  

A．O， A， B ，C 四点不共线  

B．O， A， B ，C 四点共面，但不共线  

C．O， A， B ，C 四点不共面  

D．O， A， B ，C 四点中任意三点不共线 

10．（5 分）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

− = > > 的两个顶点分别为 1( ,0)A a− ， 2 ( ,0)A a ， P ，Q的坐标分

别为 (0, )b ，(0, )b− ，且四边形 1 2A PA Q的面积为 2 2 ，四边形 1 2A PA Q的内切圆的周长为
2 6

3
π ，则双曲线

C 的方程为 (  )  

A．
2

2 1
2
x y− =  B．

2
2 1

2
yx − =  C．

2 2

1
4 2
x y

− =  D．
2 2

1
2 4
x y

− =  

11．（5 分）如图，在三棱锥 P ABC− 中，PA PB⊥ ，PB PC⊥ ，PA PC⊥ ，点M 是 ABC∆ 内的一点，若 PM

与平面 PAB ，PAC ，PBC 所成的角分别是α ，β ，γ ， PAB∆ ， PAC∆ ， PBC∆ ， ABC∆ 的面积分别为 PABS∆ ，

PACS∆ ， PBCS∆ ， ABCS∆ ，则以下说法正确的是 (  )  

 

A． 2 2 2sin sin sin 1α β γ+ + =   

B． 2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =   

C． PAB PAC PBC ABCS S S S∆ ∆ ∆ ∆+ + >   

D． ABC∆ 是锐角三角形 

12．（5 分）设 1e， 2e 为单位向量，满足 1 2| 2 | 2e e−   ， 1 2a e e= +
  

， 1 23b e e= +


 

，则 a，b


的夹角为θ ，则

2cos θ的可能取值为 (  )  
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A．
19
20

 B． 20
29

 C． 28
29

 D．1 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分 

13．（5 分）一只袋子中装有 7 个红玻璃球，3 个绿玻璃球，从中无放回地任意抽取两次，每次只取一个，

取得两个红球的概率为
7

15
，取得两个绿球的概率为

1
15

，则至少取得一个红球的概率为   ． 

14．（5 分）若复数 z 满足 | 3 2 | 1z i− + = ，则 | 6 2 |z i− − 的最小值为   ． 

15．（5 分）已知一组数据 1x ， 2x ， 3x ，…， nx 的平均数为 x ，方差为 2.s 若 13 1x + ， 23 1x + ， 33 1x + ，…，

3 1nx + 的平均数比方差大 4，则 2 2s x− 的最大值为   ． 

16．（5 分）在 ABC∆ 中，a，b ，c 分别为内角 A，B ，C 的对边，O为 ABC∆ 的外心，且有
2 3

3
AB BC AC+ = ，

sin (cos 3) cos sin 0C A C A− + = ，若 AO xAB y AC= +
  

， x， y R∈ ，则 2x y− =   ． 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤 

17．（10 分）已知圆C 的方程： 2 2 2 4 0x y x y m+ − − + = ． 

（Ⅰ）求m 的取值范围； 

（Ⅱ）当圆C 与圆 2 2: ( 3) ( 1) 16D x y+ + + = 相外切时，求直线 : 2 4 0l x y+ − = 被圆C 所截得的弦MN 的长． 

18．（12 分）已知向量 (1, 2)a = −


， | | 2 5b =


． 

（1）若b aλ=




，其中 0λ < ，求 b


的坐标； 

（2）若 a与b


的夹角为
2
3
π
，求 ( ) (2 )a b a b− ⋅ +

 

 

的值． 

19．（12 分）已知等差数列{ }na ， 1 4a = ，前 n项和为 nS ，各项为正数的等比数

列{ }nb 满足： 1
1
2

b = ， 5 3 42b b b= − ， 9 4 9S b = ． 

（1）求数列{ }na 和{ }nb 的通项公式； 

（2）在空间直角坐标系中，O为坐标原点，存在一系列的点 ( 2 , , 1)n
n n nP a c+ − ， (n nQ b ， 1− ，1) ，若 n nOP OQ⊥

 

，

求数列{ }nc 的前 n项和 nT ． 

20．（12 分）“绿水青山，就是金山银山．”从社会效益和经济效益出发，某市准备投入资金进行生态环境

建设，促进旅游业的发展．计划本年度投入 1200 万元，以后每年投入均比上年减少 20%，本年度旅游业

收入估计为 400 万元，预计今后旅游业收入的年增长率相同．设本年度为第一年，已知前三年旅游业总收

入为 1525 万元． 
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（Ⅰ）设第 n年的投入为 na 万元，旅游业收入为 nb 万元，写出 na ， nb 的表达式； 

（Ⅱ）至少经过几年，旅游业的总收入才能超过总投入？ 

（参考数据： 2 0.301lg ≈ ， 3 0.477)lg ≈  

21．（12 分）已知三棱锥M ABC− 中， 2 2MA MB MC AC= = = = ， 2AB BC= = ，O为 AC 的中点，点 N

在线 BC 上，且
2
3

BN BC=
 

． 

（1）证明： BO ⊥平面 AMC ； 

（2）求二面角 N AM C− − 的正弦值． 

 

22．（12 分）已知圆 2 2: 4O x y+ = 和定点 (1,0)A ，平面上一动点 P 满足以线段 AP 为直径的圆内切于圆O，

动点 P 的轨迹记为曲线C ． 

（1）求曲线C 的方程； 

（2）直线 : ( 4)( 0)l y k x k= − ≠ 与曲线C 交于不同两点M ，N ，直线 AM ，AN 分别交 y 轴于 P ，Q两点．求

证： | | | |AP AQ= ． 
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天一高二上第一次检测数学试卷 

参考答案与试题解析 

一、单项选择题：本大题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符

合题目要求的，请把答案填涂在答题卡相应位置上． 

1．（5 分）已知集合 { | 2 5}A x x= − < < ， { |1 2 3}B x x= − > ，则 (A B =


  )  

A． ( 2, 1)− −  B． ( 2,1)−  C． (1,5)  D． ( 1,5)−  

【分析】先求出集合 B ，然后结合集合的交集运算即可求解． 

【解答】解： { | 2 5}A x x= − < < ， { |1 2 3} { | 1}B x x x x= − > = < − ， 

则 { 2 1}A B x= − < < −


． 

故选： A． 

【点评】此题考查了交集及其运算，熟练掌握交集的定义是解本题的关键． 

2．（5 分）不等式
1 0
1

x
x

+
−

 的解集为 (  )  

A．{ | 1x x 或 1}−  B．{ | 1 1}x x−    C．{ | 1x x 或 1}x < −  D．{ | 1 1}x x− <  

【分析】不等式等价于
1 0
1

x
x
+
−

 ，即 ( 1)( 1) 0x x+ −  ，且 1 0x − ≠ ，由此求得不等式的解集． 

【解答】解：不等式等价于
1 0
1

x
x
+
−

 ，即 ( 1)( 1) 0x x+ −  ，且 1 0x − ≠ ，解得 1 1x− < ， 

故不等式的解集为{ | 1 1}x x− < ， 

故选：D ． 

【点评】本题主要考查分式不等式的解法，体现了等价转化的数学思想，属于基础题． 

3．（5 分）已知函数 ( )f x 是定义在 R 上的偶函数，且在 (0, )+∞ 上为单调函数，则满足
2( ) ( )
3

xf x f
x
+

=
+

的所

有实数 x的和为 (  )  

A． 6−  B．6 C．8 D． 8−  

【分析】利用偶函数的性质，将方程转化为
2(| |) (| |)
3

xf x f
x
+

=
+

，再利用 ( )f x 在 (0, )+∞ 上为单调递增函数，

从而得到
2
3

xx
x
+

= −
+

或
2
3

xx
x
+

=
+

，然后化简变形，然后由韦达定理求解即可． 

【解答】解：因为函数 ( )f x 是定义在 R 上的偶函数， 

所以 ( ) ( ) (| |)f x f x f x= − = ， 

又函数的图象是连续不断的，且在 (0, )+∞ 上为单调递增函数， 
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则
2( ) ( )
3

xf x f
x
+

=
+

等价于
2(| |) (| |)
3

xf x f
x
+

=
+

， 

所以
2
3

xx
x
+

= −
+

或
2
3

xx
x
+

=
+

， 

即 2 4 2 0( 3)x x x+ + = ≠ − 或 2 2 2 0( 3)x x x+ − = ≠ − ， 

设 2 4 2 0( 3)x x x+ + = ≠ − 的两个根为m ， n，则 4m n+ = − ， 

设 2 2 2 0( 3)x x x+ − = ≠ − 的两个根为 a，b ，则 2a b+ = − ， 

所以满足
2( ) ( )
3

xf x f
x
+

=
+

的所有实数 x的和为 4 2 6− − = − ． 

故选： A． 

【点评】本题考查了函数与方程的综合应用，函数性质的应用，主要考查了函数奇偶性的应用以及单调性

的应用，考查了逻辑推理能力与转化化归能力，属于中档题． 

4．（5 分）已知函数 ( ) 2 cosf x x x= ，则函数 ( )f x 的部分图象可以为 (  )  

A．  B．   

C．  D．  

【分析】判断函数的奇偶性，排除选项，然后利用特殊值判断函数的图象上的点即可得到结果． 

【解答】解：函数 ( ) 2 cosf x x x= ， ( ) 2 cos ( )f x x x f x− = − = − ，所以函数是奇函数，排除 B 、D ， 

当 0x → 时，函数 ( ) 2 cos 0f x x x= > ，函数的图象在第一象限，排除C ， 

故选： A． 

【点评】本题考查函数的图象的判断与应用，这类问题，一般通过函数的定义域，值域，单调性、奇偶性，

以及函数的图象经过的特殊点判断． 

5．（5 分）等腰三角形的底与腰之比是黄金分割比的三角形称为黄金三角形，它是一个顶角为36°的等腰

三角形．如图五角星由五个黄金三角形与一个正五边形组成，其中一个黄金 ABC∆ 中，
5 1
2

BC
AC

−
= ．由

上面可得 sin126 (° =   )  
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A．
1 2 5

4
−  B． 3 5

8
+  C．1 5

4
+  D．

4 5
8
+  

【分析】由顶角是36°的等腰三角形底边与腰的比值可得18°的正弦值，再由诱导公式可得 sin126 cos36° = °，

再由二倍角公式，求出126°的正弦值． 

【解答】解：由
5 1
2

BC
AC

−
= ． ABC∆ 为等腰三角形且顶角36°， 

所以
5 1sin18
4
−

° = ， 2 1 5sin126 cos36 1 2sin 18
4
+

° = ° = − ° = ， 

故选：C ． 

【点评】本题考查黄金三角形的性质的应用及诱导公式和二倍角公式的应用，属于基础题． 

6．（5 分）设 ABC∆ 的三边长为 BC a= ，CA b= ， AB c= ，若 tan
2
A a

b c
=

+
， tan

2
B b

a c
=

+
，则 ABC∆ 是 (  

)  

A．等腰三角形 B．直角三角形  

C．等腰三角形或直角三角形 D．等腰直角三角形 

【分析】利用正弦定理可得 sin sin 1 cosB C A+ = + 与 sin sin 1 cosA C B+ = + ，两式作差后平方，可得

sin 2 sin 2A B A B= ⇒ = 或
2

A B π
+ = ，从而可得答案． 

【解答】解：在 ABC∆ 中，若 tan
2
A a

b c
=

+
，则

sin sin
1 cos sin sin

A A
A B C
=

+ +
，整理得 sin sin 1 cosB C A+ = + ①； 

又 tan
2
B b

a c
=

+
，同理可得 sin sin 1 cosA C B+ = + ② 

① −②得， sin sin cos cosB A A B− = − ，即 sin cos sin cosA A B B+ = + ， 

sin 2 sin 2A B∴ = ， 

A B∴ = 或
2

A B π
+ = ， 

则 ABC∆ 是等腰三角形或直角三角形， 

故选：C ． 

【点评】本题考查正弦定理，两角和的正弦的应用，考查运算求解能力，属于中档题． 
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7．（5 分）如图所示，在直三棱柱 1 1 1ABC A B C− 中． 1 1AA = ， 3AB BC= = ，
1cos
3

ABC∠ = ，P 是 1A B 上

的一动点，则 1AP PC+ 的最小值为 (  )  

 

A． 5  B． 7  C．1 3+  D．3 

【分析】将立体图展开成平面图，设点 1C 的新位置为C′，连接 AC′，即可得到 AC′即为 1AP PC+ 的最小

值，解三角形即可． 

【解答】解：连接 1BC ，得△ 1 1A BC ，以 1A B 所在直线为轴，将△ 1 1A BC 所在平面旋转到平面 1 1ABB A ， 

设点 1C 的新位置为C′，连接 AC′，则 AC′即为 1AP PC+ 的最小值， 

由题意可知 1 1AA = ， 3AB BC= = ，
1cos
3

ABC∠ = ，得 1 1 2A B BC A C′ ′= = = ， 

1 1 60AA B BA C′∠ = ∠ = °， 

所以在△ 1AA C′中，
11 4 2 1 2 ( ) 7
2

AC′ = + − × × × − = ， 

故选： B ． 

 

【点评】本题考查距离最小值问题，考查学生逻辑推理、数学运算、直观想象能力，属于中档题． 

8．（5 分）第 24 届冬季奥林匹克运动会，将在 2022 年 02 月 04 日在中华人民共和国北京市和张家口市联

合举行．这是中国历史上第一次举办冬季奥运会，北京成为奥运史上第一个举办夏季奥林匹克运动会和冬

季奥林匹克运动会的城市．同时中国也成为第一个实现奥运“全满贯”（先后举办奥运会、残奥会、青奥

会、冬奥会、冬残奥会）国家．根据规划，国家体育场（鸟巢）成为北京冬奥会开、闭幕式的场馆．国家
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体育场“鸟巢”的钢结构鸟瞰图如图所示，内外两圈的钢骨架是离心率相同的椭圆，若由外层椭圆长轴一

端点 A和短轴一端点 B 分别向内层椭圆引切线 AC ，BD（如图），且两切线斜率之积等于
9

16
− ，则椭圆的

离心率为 (  )  

 

A．
3
4

 B． 7
4

 C． 9
16

 D．
3

2
 

【分析】设内层椭圆方程为
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > ，外层椭圆设为
2 2

2 2 1( 1)
( ) ( )

x y m
ma mb

+ = > ，设切线的方程

为 1( )y k x ma= + ，分别与两个椭圆方程联立，求解
4

2 2 2
1 2 4

9( )
16

bk k
a

= = − ，然后求解离心率即可． 

【解答】解：设内层椭圆方程为
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > ，因为内外椭圆离心率相同，所以外层椭圆， 

可设成，
2 2

2 2 1( 1)
( ) ( )

x y m
ma mb

+ = > ， 

设切线的方程为 1( )y k x ma= + ， 

切线的方程为 1( )y k x a= + 与
2 2

2 2 1x y
a b

+ = 联立得， 2 2 2 2 3 2 2 4 2 2 2
1 1 1( ) 2 0b a k x ma k x m a k a b+ + + − = ， 

由△ 0= ，则
2

2
1 2 2

1
( 1)

bk
a m

= ×
−

，同理
2

2 2
2 2 ( 1)bk m

a
= − ， 

所以
4

2 2 2
1 2 4

9( )
16

bk k
a

= = − ，因此
7

4
e = ． 

故选： B ． 

【点评】本题考查椭圆的简单性质的应用，直线与椭圆的位置关系的应用，是中档题． 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分．在每小题给出的选项中，有多项符合题目要求，全

部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分． 

9．（5 分）在空间四点O， A， B ，C 中，若{OA


，OB


， }OC


是空间的一个基底，则下列说法正确的是

(  )  

A．O， A， B ，C 四点不共线  
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B．O， A， B ，C 四点共面，但不共线  

C．O， A， B ，C 四点不共面  

D．O， A， B ，C 四点中任意三点不共线 

【分析】根据基底的含义，非零向量OA


，OB


，OC


不在同一平面内，即O ， A， B ，C 四点不共面，

从而可得结论． 

【解答】解：因为{OA


，OB


， }OC


是空间的一个基底， 

所以非零向量OA


，OB


，OC


不在同一平面内， 

即O， A， B ，C 四点不共面， 

所以 A、C 、D 选项说法正确， B 错误． 

故选： ACD ． 

【点评】本题考查空间向量基本定理中基底的含义，属于基础题． 

10．（5 分）已知双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

− = > > 的两个顶点分别为 1( ,0)A a− ， 2 ( ,0)A a ， P ，Q的坐标分

别为 (0, )b ，(0, )b− ，且四边形 1 2A PA Q的面积为 2 2 ，四边形 1 2A PA Q的内切圆的周长为
2 6

3
π ，则双曲线

C 的方程为 (  )  

A．
2

2 1
2
x y− =  B．

2
2 1

2
yx − =  C．

2 2

1
4 2
x y

− =  D．
2 2

1
2 4
x y

− =  

【分析】四边形 1 2A PA Q  的面积为 2 2 ，∴
14 2 2
2

a b× × × = ，再根据内切圆的周长可以求出内切圆的半

径，再利用内切圆半径×周长 2÷ =四边形 1 2A PA Q的面积，进而得到关于 a，b 的两个方程，求解即可得答

案． 

【解答】解：四边形 1 2A PA Q  的面积为 2 2 ， 

∴
14 2 2
2

a b× × × = ，得 2ab = ， 

记四边形 1 2A PA Q  内切圆半径为 r ， 

则
2 62

3
rπ π= ，得

6
3

r = ． 

∴ 2 2 2cr = ，∴ 3c = ， 

又 2 2 2 3c a b= + = ， 
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得
2

1
a
b
 =


=
，或

1

2

a

b

=


=
， 

C  的方程为
2

2 1
2
x y− =  或

2
2 1

2
yx − = ． 

故选： AB ． 

【点评】本题考查双曲线方程的求法，本题四边形 1 2A PA Q  的面积用了两种方法计算，进而得到方程，考

查了“算两次”思想在解题过程中的应用，属于中档题． 

11．（5 分）如图，在三棱锥 P ABC− 中，PA PB⊥ ，PB PC⊥ ，PA PC⊥ ，点M 是 ABC∆ 内的一点，若 PM

与平面 PAB ，PAC ，PBC 所成的角分别是α ，β ，γ ， PAB∆ ， PAC∆ ， PBC∆ ， ABC∆ 的面积分别为 PABS∆ ，

PACS∆ ， PBCS∆ ， ABCS∆ ，则以下说法正确的是 (  )  

 

A． 2 2 2sin sin sin 1α β γ+ + =   

B． 2 2 2cos cos cos 1α β γ+ + =   

C． PAB PAC PBC ABCS S S S∆ ∆ ∆ ∆+ + >   

D． ABC∆ 是锐角三角形 

【分析】选项 A，B ，以 PM 为体对角线构造如图所示的长方体 DEMI PHGF− ，可判断；选项C ，作 PO ⊥

平面 ABC 于O， PN AB⊥ 于 N ，连结 MN ，可得 PAB OABS S∆ ∆> ，同理 PAC OACS S∆ ∆> ， PBC OBCS S∆ ∆> ，可判

断；选项D ，设 PA x= ， PB y= ， PC z= ，在 ABC∆ 中，利用余弦定理表示三个角的余弦，可判断． 

【解答】解：如图所示，以 PM 为体对角线构造如图所示的长方体DEMI PHGF− ， 

 

则 PM 与平面 PAB ，PAC ，PBC 所成的角分别是αβγ ，即分别为 IPM∠ ， EPM∠ ， GPM∠ ，不妨设 DE a= ，

DI b= ， DP c=  

则 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
sin sin sin ( ) ( ) ( ) 1a b c

a b c a b c a b c
α β γ+ + = + + =

+ + + + + +
，故选项 A正确； 
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2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos cos cos ( ) ( ) ( ) 2b c a c a b

a b c a b c a b c
α β γ + + +
+ + = + + =

+ + + + + +
，故选项 B 不正确； 

 

如图所示，作 PO ⊥平面 ABC 于O， PN AB⊥ 于 N ，连结MN ， 

由三垂线定理可得，MN AB⊥ ， 

由于 PON∆ 为以 O∠ 为直角的直角三角形，因此 PN ON> ， 

故 PAB OABS S∆ ∆> ，同理 PAC OACS S∆ ∆> ， PBC OBCS S∆ ∆> ， 

PAB PAC PBC ABC OBC OAC OABS S S S S S S∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∴ + + > = + + ， 

故选项C 正确； 

不妨设 PA x= ， PB y= ， PC z= ，则 2 2 2 2 2 2, ,AB x y AC x z BC y z= + = + = + ， 

在 ABC∆ 中， 

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
cos 0,cos 0,cos 0x y zA B C

x y x z x y y z x z y z
= > = > = >

+ ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +
， 

因此 ABC∆ 为锐角三角形，故选项D 正确． 

故选： ACD ． 
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【点评】本题主要考查空间图形的综合问题，考查了学生空间想象，构造，综合分析，数学运算等能力等

知识，属于中等题． 

12．（5 分）设 1e， 2e 为单位向量，满足 1 2| 2 | 2e e−   ， 1 2a e e= +
  

， 1 23b e e= +


 

，则 a，b


的夹角为θ ，则

2cos θ的可能取值为 (  )  

A．
19
20

 B． 20
29

 C． 28
29

 D．1 

【分析】由已知结合向量数量积的性质先求出 1 2e e⋅
 

的范围，然后结合向量数量积的定义及夹角公式进行

求解即可． 

【解答】解：因为 1e， 2e 为单位向量，且满足 1 2| 2 | 2e e−   ， 

所以 1 24 4 1 2e e− ⋅ +
 

 ，即 1 2
3
4

e e⋅
 

 ， 

所以 1 2 1 2 1 2( ) (3 ) 4 4a b e e e e e e⋅ = + ⋅ + = + ⋅
     



， 2 2
1 2 1 2| | ( ) 2 2a e e e e= + = + ⋅
   



， 2 2
1 2 1 2| | (3 ) 10 6b e e e e= + = + ⋅
   

， 

则
22

2 1 2 1 2
2 2

1 2 1 2 1 2 1 2

(4 4 ) 4(1 )( ) 4 2 4 2 28cos (1 ) (1 )33 3 29| | | | (2 2 )(10 6 ) 5 3 5 3 5 3
4

e e e ea b
a b e e e e e e e e

θ
+ ⋅ + ⋅⋅

= = = = − − =
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ×

   




        



  

故选：CD． 

【点评】本题主要考查了向量数量积性质的综合应用，考查了函数取值范围的求解，属于中档题． 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分 

13．（5 分）一只袋子中装有 7 个红玻璃球，3 个绿玻璃球，从中无放回地任意抽取两次，每次只取一个，

取得两个红球的概率为
7

15
，取得两个绿球的概率为

1
15

，则至少取得一个红球的概率为  14
15

 ． 

【分析】利用对立事件的概率公式求解即可． 
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【解答】解：由题意，取得两个绿玻璃球的概率为
1

15
， 

所以至少取得一个红球的概率为
1 141

15 15
− = ． 

故答案为：
14
15

． 

【点评】本题考查了对立事件概率公式的理解与应用，属于基础题． 

14．（5 分）若复数 z 满足 | 3 2 | 1z i− + = ，则 | 6 2 |z i− − 的最小值为  4 ． 

【分析】利用复数的几何意义，先确定复数 z 对应的点 Z 的轨迹是以 (3, 2)C − 为圆心，半径为 1 的圆，

| 6 2 |z i− − 表示复数 z 对应的点 Z 与点 (6,2)P 之间的距离，然后由圆的几何性质分析求解即可． 

【解答】解：因为复数 z 满足 | 3 2 | 1z i− + = ， 

则复数 z 对应的点 Z 的轨迹是以 (3, 2)C − 为圆心，半径为 1 的圆， 

又 | 6 2 |z i− − 表示复数 z 对应的点 Z 与点 (6,2)P 之间的距离， 

所以 | 6 2 |z i− − 的最小值为 2 21 (6 3) (2 2) 1 5 1 4PC − = − + + − = − = ． 

故答案为：4． 

【点评】本题考查了复数模的几何意义的理解与应用，圆的几何性质的运用，两点间距离公式的应用，考

查了逻辑推理能力与转化化归能力，属于基础题． 

15．（5 分）已知一组数据 1x ， 2x ， 3x ，…， nx 的平均数为 x ，方差为 2.s 若 13 1x + ， 23 1x + ， 33 1x + ，…，

3 1nx + 的平均数比方差大 4，则 2 2s x− 的最大值为  1−  ． 

【分析】根据已知条件，结合平均数和方差的公式，即可求解． 

【解答】解：设新数据 13 1x + ， 23 1x + ， 33 1x + ，…， 3 1nx + 的平均数为 1x ，方差为 2
1s ， 


一组数据 1x ， 2x ， 3x ，…， nx 的平均数为 x ，方差为 2s ， 

∴ 1 3 1x x= + ， 2 2
1 9s s= ， 

13 1x + ， 23 1x + ， 33 1x + ，…，3 1nx + 的平均数比方差大 4， 

∴ 23 1 9 4x s+ = + ， 

∴ 2 1 1
3 3

s x= − ， 



2 2 2 21 1 1 11( )
3 3 6 36

s x x x x− = − − = − − − ， 

又


2 1 1 0
3 3

s x= −  ， 
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∴ 1x ， 

故当 1x = 时， 

2 2s x− 取得最大值，最大值为 1− ． 

故答案为： 1− ． 

【点评】本题主要考查方差与平均数的求解，掌握二次函数的性质是解本题的关键，属于基础题． 

16．（5 分）在 ABC∆ 中，a，b ，c 分别为内角 A，B ，C 的对边，O为 ABC∆ 的外心，且有
2 3

3
AB BC AC+ = ，

sin (cos 3) cos sin 0C A C A− + = ，若 AO xAB y AC= +
  

， x， y R∈ ，则 2x y− =  3−  ． 

【分析】设三角形的内角 A， B ，C 所对的边分别为 a，b ， c ，运用三角函数的和角公式和正弦定理、

余弦定理，求得 B ，A，C ，再将 AO xAB y AC= +
  

的两边点乘 AB


，AC


，运用向量数量积的定义和性质，

可得 x， y 的方程组，解方程组得 x， y 的值，计算即可． 

【解答】解：设三角形的内角 A， B ，C 所对的边分别为 a， b ， c ， 

2 3
3

AB BC AC+ = ， sin (cos 3) cos sin 0C A C A− + = ， 

可得
2 3

3
c a b+ = ， sin cos cos sin 3 sinC A C A C+ = ， 

即为 sin( ) 3 sinC A C+ = ，即有 sin 3 sinB C= ， 

可得 3b c= ， a c= ， 

2 2 2 2 2 2

2

3 1cos
2 2 2

c a b c c cB
ac c

+ − + −
= = = − ， 

可得 120B = °， 30A C= = °， 

若 AO xAB y AC= +
  

可得
2

AO AB xAB y AC AB⋅ = + ⋅
    

， 

即有 2 2 21 3 3
2 2

c xc y c= + ⋅ ， 

化为 2 3 1x y+ = ， ...① 

又可得
2

AO AC xAB AC y AC⋅ = ⋅ +
    

， 

即有 2 2 23 3 3
2 2

c xc y c= + ⋅ ， 

化为 2 1x y+ = ， ...② 

由①②解得 1x = − ， 1y = ， 

所以 2 1 2 1 3x y− = − − × = − ． 

故答案为： 3− ． 
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【点评】本题考查了解三角形的应用问题，也考查了平面向量数量积的定义和性质，以及三角形函数的化

简和求值问题，是中档题． 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分．解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤 

17．（10 分）已知圆C 的方程： 2 2 2 4 0x y x y m+ − − + = ． 

（Ⅰ）求m 的取值范围； 

（Ⅱ）当圆C 与圆 2 2: ( 3) ( 1) 16D x y+ + + = 相外切时，求直线 : 2 4 0l x y+ − = 被圆C 所截得的弦MN 的长． 

【分析】（Ⅰ）根据圆的一般方程表示圆的条件即可求m 的取值范围； 

（Ⅱ）根据圆与圆相切的等价条件求出m 的值，结合直线的弦长公式进行求解即可． 

【解答】解：（Ⅰ）圆C 的方程可化为 2 2( 1) ( 2) 5x y m− + − = −  …（2 分） 

令 5 0m− > ，得 5m < ．…（4 分） 

（Ⅱ）圆 2 2: ( 1) ( 2) 5C x y m− + − = − ，圆心 (1,2)C ，半径 5r m= −  

圆 2 2: ( 3) ( 1) 16D x y+ + + = ，圆心 ( 3, 1)D − − ，半径 4R = …（6 分） 


圆C 与圆 D 相外切 

∴ 2 2(1 3) (2 1) 5 4m+ + + = − + ，解得 4m =  …（8 分） 

圆心 (1,2)C 到直线 : 2 4 0l x y+ − = 的距离为
|1 4 4 | 5

51 4
d + −
= =

+
 …（10 分） 

1 4 5| | 2 1
5 5

MN∴ = − =          …（12 分） 

【点评】本题主要考查圆与圆的位置关系的应用以及直线和圆相交的弦长公式的计算，考查学生的计算能

力． 

18．（12 分）已知向量 (1, 2)a = −


， | | 2 5b =


． 

（1）若b aλ=




，其中 0λ < ，求 b


的坐标； 

（2）若 a与b


的夹角为
2
3
π
，求 ( ) (2 )a b a b− ⋅ +

 

 

的值． 

【分析】（1）根据题意，可得 ( , 2 )b aλ λ λ= = −




，由向量模的计算公式可得λ的值，即可得答案； 

（2）根据题意，求出 a b⋅




的值，又由数量积的运算性质计算可得答案． 

【解答】解：（1）根据题意，若b aλ=




，则 ( , 2 )b aλ λ λ= = −




， 

又由 | | 2 5b =


，则 25 20λ = ，解可得 2λ = ± ， 
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又由 0λ < ，则 2λ = − ， 

则 ( 2,4)b = −


； 

（2）根据题意，向量 (1, 2)a = −


，则 | | 5a =


， 

又由 | | 2 5b =


， a与b


的夹角为
2
3
π
，则

25 2 5 cos 5
3

a b π
⋅ = × × = −




， 

2 2( ) (2 ) 2 10 20 5 5a b a b a b a b− ⋅ + = − − ⋅ = − + = −
   

   

． 

【点评】本题考查向量数量积性质以及运算，涉及向量数量积的计算，属于基础题． 

19．（12 分）已知等差数列{ }na ， 1 4a = ，前 n项和为 nS ，各项为正数的等比数列{ }nb 满足：1
1
2

b = ， 5 3 42b b b= − ，

9 4 9S b = ． 

（1）求数列{ }na 和{ }nb 的通项公式； 

（2）在空间直角坐标系中，O为坐标原点，存在一系列的点 ( 2 , , 1)n
n n nP a c+ − ， (n nQ b ， 1− ，1) ，若 n nOP OQ⊥

 

，

求数列{ }nc 的前 n项和 nT ． 

【分析】（1）设数列{ }na 的公差为 d ，{ }nb 的公比为 q，运用等差数列和等比数列的通项公式，解方程可

得所求； 

（2）由数列的错位相减法求和，结合等比数列的求和公式，计算可得所求和． 

【解答】解：（1）设数列{ }na 的公差为 d ，{ }nb 的公比为 q， 

5 3 42b b b= − ， 22 1q q∴ = − ，得
1
2

q = ， 1q = − （舍 )，又 1
1
2

b = ，∴ 1
1

1
2

n
n nb b q −= = ． 

9 4 9S b = ，∴ 5 4

19 9
2

a × = ，解得 5 16a = ， 

又 1 4a = ，∴ 5 1 12 3
5 1 4

a ad −
= = =

−
， 

4 ( 1) 3 3 1na n n∴ = + − × = + ． 

（2）由（1）得 3 1na n= + ，
1
2n nb = ． 

 n nOP OQ⊥
 

，∴ 2 1 0n
n n n na b b c+ − − = ，∴

3 1
2n n

nc +
= ． 

∴ 2 3

4 7 10 3 1
2 2 2 2n n

nT +
= + + +…+ ，① 

①式等号两边同乘以
1
2
，得 2 3 4 1

4 7 10 3 1
2 2 2 2 2
n

n

T n
+

+
= + + +…+ ，② 
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① −②得
2 3 1 2 3 1 1 1

1 1(1 )4 3 3 3 3 1 1 1 1 1 1 3 1 1 3 1 7 3 72 23( ) 3 12 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 21
2

n
n

n n n n n n

T n n n n
+ + + +

−+ + + +
= + + +…+ − = + + + +…+ − = + × − = −

−

． 

∴
3 77

2n n

nT +
= − ． 

【点评】本题考查等差数列和等比数列的通项公式和求和公式的运用，错位相减法求和，属于 中档题． 

20．（12 分）“绿水青山，就是金山银山．”从社会效益和经济效益出发，某市准备投入资金进行生态环境

建设，促进旅游业的发展．计划本年度投入 1200 万元，以后每年投入均比上年减少 20%，本年度旅游业

收入估计为 400 万元，预计今后旅游业收入的年增长率相同．设本年度为第一年，已知前三年旅游业总收

入为 1525 万元． 

（Ⅰ）设第 n年的投入为 na 万元，旅游业收入为 nb 万元，写出 na ， nb 的表达式； 

（Ⅱ）至少经过几年，旅游业的总收入才能超过总投入？ 

（参考数据： 2 0.301lg ≈ ， 3 0.477)lg ≈  

【分析】（Ⅰ）由题意知{ }na ，{ }nb 均为等比数列，根据条件中的数列{ }na 的首项和公比直接写出通项公

式，设数列{ }nb 的公比为 q，根据三年内旅游业总收入求得 q，从而求得{ }nb 的通项公式； 

（Ⅱ）设至少经过 n  年，旅游业的总收入才能超过总投入．分别计算出经过 n  年，总投入和旅游业总收

入，根据不等关系列出表达式，解得 n的最小值即可． 

【解答】解：（Ⅰ）由题意知{ }na ，{ }nb 均为等比数列， 

数列{ }na 的首项为 1200，公比为
41 20%
5

− = ， 

所以 141200 ( )
5

n
na −= ⋅ ， 

设数列{ }nb 的公比为 q，显然 q  0> ， q ≠ 1． 

所以三年内旅游业总收入为
3400(1 ) 1525

1
q

q
−

=
−

，即 2 611
16

q q+ + = ， 

所以 216 16 45 0q q+ − = ，解得
5
4

q = 或
9
4

q = − （舍 )  

所以 15400 ( )
4

n
nb −= ⋅ ． 

（Ⅱ）设至少经过 n  年，旅游业的总收入才能超过总投入． 

则经过 n  年，总投入为

41200[1 ( ) ] 45 6000[1 ( ) ]4 51
5

n

n
−

= −
−

， 
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经过 n  年，旅游业总收入为

5400[1 ( ) ] 54 1600[( ) 1]5 41
4

n

n
−

= −
−

， 

所以
5 41600[( ) 1] 6000[1 ( ) ]
4 5

n n− > − ，化简得
4 515 ( ) 4 ( ) 19 0
5 4

n n⋅ + ⋅ − > ， 

设
4( ) (0 1)
5

nt t= < < ，代入上式得 215 19 4 0t t− + > ， 

解此不等式，得 t 1> （舍去）或 t 4
15

< ， 

即
4 4( )
5 15

n < ，解得 4
5

4 2 2 ( 3 5) 3 2 3 1 5.9
15 2 2 5 3 2 1

lg lg lg lg lgn log
lg lg lg
− + − −

> = = ≈
− −

， 

由此得 n 6 ． 

所以至少经过 6 年，旅游业的总收入才能超过总投入． 

【点评】本题考查等比数列及其前 n项和的实际应用，考查学生的应用数列模型的能力和运算能力，属中

档题． 

21．（12 分）已知三棱锥M ABC− 中， 2 2MA MB MC AC= = = = ， 2AB BC= = ，O为 AC 的中点，点 N

在线 BC 上，且
2
3

BN BC=
 

． 

（1）证明： BO ⊥平面 AMC ； 

（2）求二面角 N AM C− − 的正弦值． 

 

【分析】（1）只需证明OB AC⊥ 及OB OM⊥ 即可； 

（2）建立空间直角坐标系，求出两个平面的法向量，利用向量公式求解即可． 

【解答】解： (  1) 如图所示： 
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连接OM ， AC ，OM 相交于O， 

在 ABC∆ 中： 2, 2 2AB BC AC= = = ，则 90 , 2ABC BO∠ = ° = ，OB AC⊥ ． 

在 MAC∆ 中： 2 2MA MC AC= = = ，O为 AC 的中点，则OM AC⊥ ，且 6OM = ． 

在 MOB∆ 中： 2, 6, 2 2BO OM MB= = = ，满足： 2 2 2BO OM MB+ =  

根据勾股定理逆定理得到OB OM⊥ ， 

故OB ⊥平面 AMC ； 

（2）因为OB ，OC ，OM 两两垂直，建立空间直角坐标系O xyz− 如图所示． 

 

因为 2 2MA MB MC AC= = = = ， 2AB BC= =  

则 (0, 2,0), ( 2,0,0), (0, 2,0), (0,0, 6)A B C M− ， 

由
2
3

BN BC=
 

所以，
2 2 2( , ,0)

3 3
N  

设平面MAN 的法向量为 ( , , )m x y z=


，则

2 5 2 2 5 2( , ,0) ( , , ) 0,
3 3 3 3

(0, 2, 6) ( , , ) 2 6 0

AN m x y z x y

AM m x y z y z


⋅ = ⋅ = + =


 ⋅ = ⋅ = + =









 

令 3y = ，得 ( 5 3, 3, 1)m = − −


， 

因为 BO ⊥平面 AMC ，所以 ( 2,0,0)OB =


为平面 AMC 的法向量， 
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所以 ( 5 3, 3, 1)m = − −


与 ( 2,0,0)OB =


所成角的余弦为
5 6 5 3cos ,
79 2 79

m OB − −
< >= =





． 

所以二面角的正弦值为 25 3 2 2 79| sin , | 1 ( )
7979 79

m OB −
< >= − = =





． 

【点评】本题考查线面垂直的判定及二面角正弦值的求法，考查空间向量在立体几何中运用，属于常规题

目． 

22．（12 分）已知圆 2 2: 4O x y+ = 和定点 (1,0)A ，平面上一动点 P 满足以线段 AP 为直径的圆内切于圆O，

动点 P 的轨迹记为曲线C ． 

（1）求曲线C 的方程； 

（2）直线 : ( 4)( 0)l y k x k= − ≠ 与曲线C 交于不同两点M ，N ，直线 AM ，AN 分别交 y 轴于 P ，Q两点．求

证： | | | |AP AQ= ． 

【分析】（1）由两圆内切的条件和椭圆的定义，可得所求轨迹方程； 

（2）设 1(M x ， 1)y ， 2(N x ， 2 )y ，联立直线 l 的方程和椭圆方程，运用韦达定理，计算 MA NAk k+ ，可判断

三角形 APQ的形状，即可得到证明． 

【解答】解：（1）设以线段 AP 为直径的圆的圆心为C ，取 ( 1,0)A′ − ． 

依题意，圆C 内切于圆O，设切点为 D ，则O，C ， D 三点共线， 

因为O为 AA′的中点，C 为 AP 中点， 

所以 | | 2 | |A P OC′ = ． 

所以 | | | | 2 2 2 2 2 4 | | 2PA PA OC AC OC CD OD AA′ + = + = + = = > ′ = ， 

所以动点 P 的轨迹是以 A， A′为焦点，长轴长为 4 的椭圆， 

设其方程为
2 2

2 2 1( 0)x y a b
a b

+ = > > ， 

则 2 4a = ， 2 2c = ， 

所以 2a = ， 1c = ， 

所以 2 2 2 3b a c= − = ， 

所以动点 P 的轨迹方程为
2 2

1
4 3
x y

+ = ； 

（2）证明：设 1(M x ， 1)y ， 2(N x ， 2 )y ， 

由 2 2

( 4)
3 4 12
y k x
x y
= −

 + =
， 
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得 2 2 2 2(3 4 ) 32 64 12 0k x k x k+ − + − = ， 

依题意△ 2 2 2 2( 32 ) 4(3 4 )(64 12) 0k k k= − − + − > ，即 2 10
4

k< < ， 

2

1 2 2

32
3 4

kx x
k

+ =
+

，
2

1 2 2

64 12
3 4

kx x
k
−

=
+

， 

为 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2

( 4) ( 4) [ 5( ) 8]
1 1 1 1 ( 1)( 1)MA NA

y y k x k x k x x x xk k
x x x x x x

− − − + +
+ = + = + =

− − − − − −
 

2 2

2 2

1 2

64 12 32[2 ( ) 5 ( ) 8]
3 4 3 4 0

( 1)( 1)

k kk
k k
x x

−
⋅ − ⋅ +

+ += =
− −

， 

所以直线MP倾斜角与直线 NQ倾斜角互补，即 OAP OAQ∠ = ∠ ． 

因为OA PQ⊥ ，所以 | | | |AP AQ= ． 

 

【点评】本题考查轨迹方程的求法，以及直线和椭圆的位置关系，考查方程思想和运算能力、推理能力，

属于中档题． 


